Resumen Introductorio

Al momento hemos visto que la Geodesia se valdra de un Sistema Relativo para dar
una solucién al problema de la defleccion de la vertical. En rigor cada pais debera adoptar su
sistema de referencia, el cual tiene asociado un elipsoide de revolucién dimensionado de
manera tal que este ajuste lo mejor posible a la forma de la Tierra, justamente en ese pais.

Dicho elipsoide sera tangente al geoide en un punto que se conoce como PUNTO
DATUM, que resulté de la proyeccion de un topocentro perteneciente a la superficie
terrestre, sobre el Geoide. Vale aclarar en este momento que hay autores que llaman Datum
directamente al “punto de la superficie terrestre” y otros que llaman Datum al “sistema
cartesiano relativo y elipsoide de revolucion asociado” . No obstante esto no deja de ser solo
un comentario, pues esta diferencia de criterios no incide en nada sobre tratamientos
posteriores, ya que la diferencia es solo “a que nombrar Datum”.

Idealmente cualquier sistema relativo adoptado por un pais o tras la ejecucion de un
relevamiento independiente serd paralelo al sistema geocéntrico.  Pero ... ¢ Porque
decimos “idealmente” ?

Debemos considerar que cualquier sistema de referencia es imaginario, no hay un eje
X 0'Y que podamos ver o tocar. La verdad es que los sistemas estan materializados mediante
las “coordenadas de los puntos en superficie” (puntos trigonométricos, redes de apoyo,
macas catastrales, etc.). Obviamente, estas coordenadas se determinan a traves de
mediciones (cualquiera sea el método) y ya sabemos cualquier medicion adolece de error.
Este error que acompafia a las coordenadas hace que en definitiva la materializacion de los
sistemas también adolescan del mismo error, luego no podemos asumir que los sistemas
sean paralelos.

Este concepto que antecede nos muestra que en rigor los sistemas geocéntricos y
locales no son paralelos entre si. Tampoco lo son dos sistemas locales.

No obstante, en la practica muchas veces, no tenemos mas alternativa que considerar
estos sistemas paralelos, por razones que se aclararan sobre el final del tema. De manera que
a continuacion veremos como trabajar en el caso ideal, es decir considerando los sistemas
paralelos y en el caso real, considerandolos no paralelos.

Vale recordar por altimo que la “unidad de medida” es la misma en todos los
sistemas.

Caso ideal — LOS SISTEMAS SON PARALELQOS

Es obvio que en este caso, pasar coordenadas de un sistema a otro, se reduce solo a
un problema de “Traslacion”, de manera que comenzaremos suponiendo gue conocemos los
3 parametros (AX, AY y AZ) de traslacion.
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Siendo asi, el vector traslacion es:

AX
A =|AY
AZ

Conocida la posicion de un topocentro T , por ejemplo, en el sistema Geodésico
Geocéntrico WGS84, a través de sus coordenadas geodésicas absolutas (LW, BW, HW)

podremos determinar sin ningun problema sus coordenadas cartesianas: ..

... recordemos
Xw = (NW + Hw) cos Bw cos Ly Xw
Yw = (NW + Hw) cos Bw sen Ly rw= Yw
Zw = (Nw (1-€%) + Hw) senBw Zw

rw : Vector posicion de T en el sistema WGS84

Luego, las coordenadas de T en el sistema local (bien podria ser Campo Inchauspe

69) son

Xw AX cl
et = rw-A = [Yw!| - [AY| =[Yq
VAYY AZ Zc

Finalmente, aplicando la transformacion inversa a rc;, (vector posicion en el sistema
local) es decir, pasando de cartesianas a geodésicas, se obtienen las coordenadas geodésicas

relativas o referidas al datum local, las que llamaremos L), Bc), Hc.

NOTA: Se ha considerado que el sistema geocéntrico es WGS84 y que el sistema local es CI169, pero vale aclarar
que este procedimiento es valido para cualquier cambio entre sistemas.
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Si conocemos las coordenadas de T en el Datum Local, y pretendemos conocer las
coordenadas geodésicas absolutas, se solucionara del siguiente modo

XL AX Xe
rc=r.+A = |Y_ |+ [AY | = |Yg
Z AZ Zs
Mas adelante junto con el desarrollo del tema daremos a conocer algunos parametros

ya calculados

La transformacion deMolodensky (equivale a una traslacion)

Molodensky ide6 un formulario que permite pasar de un sistema a otro, considerando
gue ambos son paralelos. En tal sentido, aplicar este formulario equivale a realizar una
traslacion.

A diferencia de los conceptos que venimos trayendo, que hacen que debamos
trabajar con coordenadas cartesianas; Molodensky propone calcular los AL, AB 'y AH que
hay que sumarles a L, B y H coordenadas en un sistema para obtener las coordenadas
geodésicas en el otro sistema.

Cada A* tiene una expresion, y son:

AL” = {-AX senL + AY cosL}
(N + H) cosB senl”

AB” = {-AX senB cosL - AY senB senL + AZ cosB + Aa (N e? senB cosB) / a + Af [M(a/b) + N(b/a)] senBcosB}
(M + H)sen1”

AH = AX cosB cosL + AY cosB senL + AZ senB - Aa (a/N) + Af (b/a) N sen® B
donde

AL” : correccion a aplicar a la longitud geodésica

AB” : correccidn a aplicar a la latitud geodésica

AH : correccion a aplicar a la cota geodésica

a: semieje mayor del elipsoide

b : semieje menor del elipsoide

f: aplastamiento o achatamiento

Aa: diferencia de semiejes

Af : diferencia de aplastamiento

M : radio de curvatura de la elipse meridiana, calculado en el punto a transformar
N : radio de curvatura del primer vertical, calculado en el punto a transformar
AX, AY , AZ : vector desplazamiento.

Sen 1”: aparece en las expresiones de AL y AB para que queden expresadas en “.

Por ejemplo, para pasar coordenadas referidas a Campo Inchauspe (Datum Local) a
WGS 84 (Datum Geocéntrico), los valores a usar son

CAMBIO DE DATUM
Apuntes apoyados en los que hiciera el Ing. Raul Marquez , adaptados y transcriptos a formato digital por Ing. Dario Terluk



BB DB D
NXX=>®
[ I ||

-~ O o
TR TIT

-251 ms.

-0,000014192702

-148 ms.

136 ms. Parametros de traslacion determinados por la D.M.A.
90 ms.

6.378.388,0000 ms

6.356.911,9461 ms

1/297

Si pretendemos pasar de coordenadas WGS84 a Campo Inchauspe, los A deberéan
cambiar su signo y los parametros propios del elipsoide a utilizar seran los del sistema de
coordenadas conocidas (en este caso los parametros del elipsoide de WGS84).

Aa =
Af

AX
AY
AZ

- O o
n oo

251 ms.
0,000014192702
148 ms.

-136 ms.

- 90 ms.
6.378.137,0000 ms
6.356.752,3142 ms
1/298,25722

NOTA: El formulario resulta apto para utilizar cualquier cambio de elipsoide, bastaria conocer sus parametros
fundamentales y obviamente los parametros de traslacion correspondientes al sistema asociado.

Caso real — LOS SISTEMAS NO SON PARALELOS
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Nos situamos ahora en el caso de siete pardmetros. Bastaria observar el dibujo para
darnos cuenta que para transformar de un sistema a otro no alcanza con una Traslacion sino
que también hace falta “Rotar” uno de los sistemas sobre sus tres ejes. Y no se detecta en el
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dibujo, pero para llevar a plena coincidencia un vector de un sistema a otro, habra que
estirarlo o acortarlo a través del Factor de Escala.

Supongamos que se conocen los siete parametros para el cambio de Datum, los tres
de traslacion, los tres de rotacion y el factor de escala.

Llamaremos a las rotaciones a, b y ¢ siendo “a” la rotacion alrededor del eje X, “b”
la rotacion alrededor de Y y “c” la rotacion alrededor del eje Z.

Llamaremos a las traslaciones tal como lo veniamos haciendo AX, AY y AZ

.... y al factor de escala le asignaremos la letra A.

Para arrancar con el problema, supondremos conocidas:

* Las coordenadas geodésicas relativas (referidas al datum local), es decir las
coordenadas de T = (L., B, Hy), lo que significa paralelamente conocer sus coordenadas
cartesianas, referidas al datum local T = (X, Y., Z)engeneral, 0o T = (Xci, Yci, Zci) en
particular (Argentina)

*Y obviamente, valga la redundancia, los 7 parametros que vinculan un sistema con
el otro.

* Ademas llamaremos Xg . Ys , Zc a las coordenadas cartesianas del mismo
topocentro T en el sistema absoluto, (*s: de geocéntricas) en forma genérica, pero bien
podran llamarse Xw Yw Zw para el caso que sean coordenadas referidas al sistema absoluto
WGS 84.

Siendo asi, las coordenadas cartesianas de P en el sistema geocéntrico, las
calcularemos, por rototraslacion y factor de escala, segun la siguiente expresion:

XG X|_ AX
rec =|Ye| = ARabc |YL| + |AY
ZG ZL AZ

... donde R a,b,c es la matriz de rotacion y resulta del producto de tres las rotaciones
Rc * Rb * Ra

En particular cada rotacion responde al ya conocido esquema de cosenos, de manera
que pueden expresarse del siguiente modo

1 0 0 cosb 0 -senb cosc senc O
Ra = [0 cosa sena Rb = 0 1 0 Rc = [-senc cosc O
0 -sena cosa senb 0 cosh 0 0 1

Siendo Ra la primer rotacion que se efectla, Rb la segunda y Rc la Gltima, la matriz
total de rotacion se obtiene multiplicando la tercer matriz por la segunda por la tercera, R
a,b,c =Rc*Rb* Ra

Resulta entonces
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cosccoshb Sen c cos a + cos ¢ sen b sen a sen ¢ sena- cos ¢ sen b cos a
Rabce = -senccosb cosccosa -sencsenbsena coscsena+sencsenbcosa
senb -cosbsena cos b cos a

Teniendo en cuenta que los giros resultan ser muy pequefios (recordar que en teoria
los sistemas deberian haber resultado paralelos), la matriz de rotacién puede expresarse del

siguiente modo

1 ¢ -b
Rabc=1|-c 1 a
b -a 1

... finalmente, las coordenadas cartesianas las obtenemos como

Xe 1 ¢ -b XL AX
rc =|Ys| = A*|-c 1 a |*|YL |+ |AY
Zs b -a 1 Z AVA

Obviamente, realizando la transformacion inversa, a partir de Xg, Ys, Zg (con la
iteracion), podemos obtener su coordenadas geodésicas Lg, Bg Y He.

Si nuestros datos fueran las coordenadas referidas al sistema Geocéntrico, es decir
coordenadas absolutas, las coordenadas cartesianas referidas al sistema Relativo estaran

dadas por

X, 1 ¢ -b |t |Xs AX
n =Yl =2t 1 al| *|Ys|- |AY
Z b -a 1 Zc AZ

DETERMINACION DE LOS SIETE PARAMETROS
Transformacién de Helmert en 3 dimensiones

Los parametros de rototraslacion y factor de escala, que vinculan dos sistemas
geodésicos de referencia, pueden ser determinados si: Se conocen al menos la posicion de

tres puntos en ambos sistemas.

Para ello partiremos recordando ...

rc=A*Rabc*r. +A siendo A = 1+k, y por simplicidad Rabc =R

resulta:
=1 +K) *R*r. +A
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donde (1+k)*R = R+k*R
k kc -kb
KR =|-kc k ka
kb -ka k

y considerando ka = kb =kc =0
1 ¢ -b

- 1 a
b -a 1

R+ kR = +

0 0
k 0
0 k

porualtimo re = Rr. +kR r. + A expresado matricialmente resulta

XG 1 c-b XL k 00 XL  AX
YG = -cla*YL + 0kO™*YL + AY
ZG b -a 1 ZL 0 0 k ZL AZ

Definitivamente podemos expresar las coordenadas como

X = XL +c¢cVYL - bZL+k XL +AX
Yo = -cXL+ YL - aZ + k YL + AY
Ze = bX_ . -aVY.+ ZL +kZ + AZ

En el caso que contemos con “n” puntos, se estableceria el siguiente sistema de
ecuaciones de observacién, considerando que pasamos las coordenadas XL, YL y ZL
(resaltadas en negritas en expresiones anteriores)al otro término, obviamente restando y con
la consideracion que las coordenadas “datos” adolecen de residuos.

0 + ¢ YLi - bZLi + k XLi + AX = XGi - XLi+ vxi
-cXLi + 0 - aZLi + kYl + AY = YGi - Yli + wyi
bXLi - a YLi + 0 + kZzZli + AZ =2ZGi - Zli + vzi

para i desde 1 an.

Considerando que por cada punto se generan tres ecuaciones y que pretendemos
determinar siete incognitas, el sistema tendra solucion cuando sea superabundante, y en tal
sentido deberemos contar con al menos tres puntos de coordenadas conocidas en ambos
sistemas (sistema de nueve ecuaciones). Mucho mejor si contamos con mas puntos.

Un sistema superabundante admite infinitas soluciones, de ellas habra una que tiene
la caracteristica de que la sumatoria de los residuos elevados al cuadrado sea minimo, la que
consideraremos como la mejor solucién. Obviamente estamos hablando del criterio de
“minimos cuadrados”.

Matricialmente, una vez “ordenado”, el sistema de ecuaciones de observacion podra
expresarse del siguiente modo:
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0 -Zi1 Y1 X1 100 a Xe1 - X1 VX1
Zip 0 X1 Y 010 b Yo1 - Yu Vy1
Y1 Xip 0 Zy, 001 C Zc1 - Z1a VZ;
0 Zio Yo X2100 k Xag2 - X2 VX2
Z|_2 0 'XL2 Y|_2 010 AX YGZ - YL2 A%
Yo X O Zi.» 001 AY Zer - Zio VZy
0 -Z|_3 Y|_3 X|_3 100 AZ | =
Zi3; 0 -Xi3 Y3 010
'YL3 X|_3 0 Z|_3 001
0O -Ztn Yin X;n' 1. 0 0 Xgh - Xin vxn
Zin 0 -X;n Y;n 010 Ygh - Y.n vyn
-Yen Xe;n 0 Zin 001 Zgn - Zn vzn
[A] [X] [L] [V]

[ A]: Matriz de coeficientes, es dato pues es funcién de las coordenadas de los puntos en el
sistema local

[ X ] : Matriz de incognitas, conformada por los siete parametros que pretendemos
determinar

[ L] : Matriz de Observaciones, dada por las diferencias de coordenadas entre un sistema y
otro. También dato

[ V]: Matriz de Residuos, que representa los errores en la determinacion de las coordenadas
“datos”

Resumidamente, lo que tenemoses [A]*[X] =[L] + [V]

Imponiendo la condicién de que Y vZ sea minimo se llega al sistema de ecuaciones
normales

(AT* A)* X = AT*L solucion (vector X de parametros) X = (AT*A) ' * AT * L

Los errores medios de los parametros estan dados por op= o(aii)¥%
...y a o lo podemos calcular como o = [XZV¥/(n-2)]"?
...y a aii son los elementos de la diagonal de la matriz (AT * A)

DETERMINACION DE TRES PARAMETROS

El procedimiento es exactamente igual al indicado anteriormente, la gran diferencia
estd en la construccion de la matriz de coeficientes A, la cual por suerte en este caso es
mucho mas simple.

Cuando determinamos tres parametros ? .... Puede darse el caso que necesitamos
calcular parametros zonales pero solo contamos con dos puntos de coordenadas conocidas
en el entorno de la zona de trabajo. También puede darse que, teniendo la suficiente

CAMBIO DE DATUM
Apuntes apoyados en los que hiciera el Ing. Raul Marquez , adaptados y transcriptos a formato digital por Ing. Dario Terluk



cantidad de puntos como para calcular los siete parametros, se calculan paralelamente tres
parametros y ambos juegos de parametros se someten a control, transformando las
coordenadas de los puntos conocidos y observando con que parametros se llega mejor a las
coordenadas en el otro sistema; y a lo mejor se concluye que conviene usar traslacion pura.

Siendo asi partiremos de que

Xe Xl |AX
Yol| =YL [+|AY
Zs Z AZ

En el caso que contemos con “n” puntos, se estableceria el siguiente sistema de
ecuaciones de observacion, considerando que las coordenadas “datos” adolecen de residuos.

AX = Xgi - X + wxi
AY = Ygi - Yo + wyi
AZ = Zgi - Z.i + vzi paraidesdelan.

Considerando que por cada punto se generan tres ecuaciones y que pretendemos
determinar tres incognitas, el sistema tendra solucion con solo un punto. Obviamente este no
es el caso que pretendemos analizar, sino que consideraremos que contamos con n puntos de
coordenadas conocidas en ambos sistemas, y en tal sentido el sistema resultard
superabundante y sera sometido al criterio de minimos cuadrados

Matricialmente, una vez “ordenado”, el sistema de ecuaciones de observacion podra
expresarse del siguiente modo:

100 AX Xe1 - Xt VX1
01 0|*|AY Ye1 - Yuu VY1
0 01 AZ ZGl - Z|_1 VZ1
100 XGZ - X|_2 VXo
010 Ye2 - Yoo VY2
0 01 = ZG2 - ZL2 + (VZ,
100 Xegh - Xin vxn
010 Yenh - YN vyn
0 01 Zen - Z.n vzn
[A] = [X] = [L] + [V]

[ A]: Matriz de coeficientes, conformada por 1y 0

[ X]: Matriz de incognitas, conformada por los tres pardmetros que pretendemos determinar

[ L]: Matriz de Observaciones, dada por las diferencias de coordenadas entre un sistemay otro.
(Dato)

[ V]: Matriz de Residuos, que representa los errores en la determinacién de las coordenadas “datos”

Nuevamente, lo que tenemoses [A]*[X] =[L] + [V]
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Imponiendo la condicién de que Y vZ sea minimo se llega al sistema de ecuaciones
normales

(AT*A)* X = AT* L cuya solucién (vector X de pardmetros) X = (AT*A) 1* AT *L

Los errores medios de los pardmetros estan dados por o p= o (ai)%
..yac lopodemos calcular como c =[ZV¥/(n-2)]"?
...y a aii son los elementos de la diagonal de la matriz =~ (AT * A) *

ALGUNOS PARAMETROS
De traslacion

* Parametros determinados por la D.M.A. (Defensa de los Estados Unidos). Pueden
considerarse parametros globales o generales. Sirven para pasar de WGS84 a Campo
Inchauspe 69 (y biseversa)

AX = 148.00 ms.
AY = -136.00 ms.
AZ = -90.00 ms.

Vale aclarar que cualquier GPS, desde un navegador hasta un geodésico cuenta en
su memoria con la definicion de estos pardmetros, y en tal sentido podemos pedirle al
equipo que nos posicione en sistema Campo Inchauspe. También los softs enlatados de
transformacion de coordenadas (caso del Geocalc) cuentan con estos parametros. En
realidad tanto equipos receptores GPS o softs cuentan con mas de 100 parametros de
traslacion, que responden a Datum de distintos paises, entre ellos incluyen los de nuestro
pais.

* Parametros zonales determinados por docentes del Departamento de Agrimensura (equipo
de investigacion) calculados para el Departamento Pocito de la provincia de San Juan. Son
el resultado de haber contado con marcas catastrales en dicho departamento con doble juego
de coordenadas tras una vinculacion que se le realiz6 de los mismos a la red POSGAR.

AX = 151.3400 ms.
AY = -135.7399 ms.
AZ= -87.6308 ms.

De Rototraslacion y factor de escala

* Parametros determinados por la Universidad de La Plata. Recordemos que en la
construccion de la red POSGAR (POSiciones Geodeésicas Argentinas) se dieron coordenadas
WGS84 a varios puntos de los que ya se conocian coordenadas en Campo Inchauspe
(trabajo realizado por el IGM). Estos parametros son calculados para toda la extension de
nuestro pais.

Traslacion en X =-149.1 ms.
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TraslacionenY = 138.1 ms.
TraslacionenZ= 90.9 ms
Rotacion en X = -07.142
RotacionenY = 07.344
Rotacionen Z= 07.301
Factor de escala = 0.388 x 10 ~°

Casos que pretenden resumir y aclarar el uso de parametros.

Si tuviese que trabajar en el departamento Pocito ¢, Que parametros corresponde usar ? Sin
duda los zonales correspondientes a dicho departamento.

Luego: Que pasa si se usan los de la DMA ? Provocariamos un desplazamiento en todo el
relevamiento del orden de los dos metros; lo que si se mantendra son las posiciones relativas
entre punto y punto (o distancias) de dicho levantamiento.

¢ Y si tuviese que trabajar en el Departamento Zonda, del que no hay parametros ?
Deberiamos buscar puntos de coordenadas conocidas en ambos sistemas en el entorno del
area de trabajo y calcular los parametros, “tres” o “siete”, segln posibilidades o
conveniencias.

¢ Y si se debe trabajar en una zona que no tiene puntos que permitan calcular pardmetros ?
Usaremos los de nuestro pais o en su defecto los de la DMA.

¢, Que pasa si le pido a un receptor que me dé coordenadas en Campo Inchauspe ?

El receptor hara internamente una transformacion Molodensky usando los pardmetros de la
DMA. Aungue se debe saber que existe la posibilidad de cargar a los receptores parametros
del usuario “user”.
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