COORDENADAS DEL POLO INSTANTANEO RESPECTO AL POLO MEDIO

Fue necesario que definieramos los Sistemas Terrestre Medio y Terrestre
Instantaneo a fin de poder hablar sobre las Coordenadas del Polo Instantaneo respecto
del Polo Medio, coordenadas que en definitiva, fijan la posicion relativa entre ambos
sistemas en un determinado instante, y ademas son los pardmetros que nos permitiran

transformar las coordenadas instantaneas en medias.

Para definir estas coordenadas, que en la practica solo se designan como
Coordenadas del Polo, consideraremos el Sistema Terrestre Medio € = (G; X, Y, Z2) y

centrada en su origen G una esfera de direcciones.

El eje polar Z de € coincide con el Eje de Rotacion Medio e; el punto en que el

mismo pincha a la esfera de direcciones, encontramos el Polo Medio P u Origen

Convencional Internacional O.C.I.

Bp= £ i
P Fizel
y D
X x Q
Pi
G T
X Esfera de
Direcciones

Consideremos el Eje de Rotacion Instantdneo ei con el que coincide el eje polar Zi

de ¢i; el punto Pi en que Zi corta la esfera es el Polo Instantaneo.

El plano determinado por el 1° eje X de ¢ y el Eje de Rotacion Instantaneo Zi, que
por contener a X es perpendicular al 2° plano coordenado YZ, corta a este plano segun la

direccion D, la cual determina sobre la esfera el punto Q.
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Obsérvese que el plano Zi X que estamos considerando es el 3° plano del Sistema

Terrestre Instantaneo.

Los arcos orientados Q Pi =X y PQ =y sonlas “Coordenadas del

Polo”.

Hasta hace muy pocos afios, las coordenadas del polo venian tabuladas en
medida angular generalmente a la milésima de segundo y de 5 en 5 0 10 en 10 dias.
Originalmente estas publicaciones estaban a cargo del Servicio Internacional de la Hora
(B.I.H: Boreau Internationa de I'Hora — Francia) u otras instituciones como el Servicio
Internacional del Polo (IPMS: International Polar Motion Service — Mizusawa), o como el
Observatorio Naval de las Estados Unidos. En la actualidad podremos encontrar via
Internet las publicaciones de las coordenadas del polo que realiza el IERS (International

Earth Rotation Service)

Elarco P Pi = x mide el angulo (e ei) entre los dos ejes de rotacién, segun
sabemos su valor no supera los 0.5”, por lo que el triAngulo esférico P Q Pi (rectangulo

en Q) es un triangulo que podria considerarse plano, y en tal sentido resulta:

= (X + y)"

VINCULACION ENTRE LOS SISTEMAS TERRESTRES : MEDIO E INSTANTANEO

Completando el dibujo anterior, lo que logramos es tener los dos sistemas en

forma simultanea, lo que nos permitira realizar la vinculacion con mayor facilidad.

En esencia se trata de especificar cuales son los giros que hay que realizar

alrededor de los ejes coordenados de €i para llevarlo a superposicion con €, cosa que es

totalmente posible puesto que los dos sistemas son directos.

Tal como se observa en la figura serd necesario realizar dos giros a fin de lograr la
superposicion de los sistemas, el primero alrededor del eje Yi un angulo x, y el

segundo alrededor del eje X un angulo vy.
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Y0

Ecuador
Medio

Al realizar la primera rotacion alrededor del eje Yi un &ngulo x veremos que el eje
Xi pasaré a coincidir con la direccion del eje X, y el eje Zi pasara a la direccion D, la que
pertenece al plano ZY. Esta posicion de los ejes la llamaremos sistema intermedio. Luego
al realizar la segunda rotacién alrededor de X un angulo y , los ejes Yi y D pasaran a

coincidir con los ejes Y y Z respectivamente.

Construir la “matriz de rotacién” para pasar de un sistema a otro, implicara en
primer lugar armar el esquema de cosenos para el primer giro en Yi, luego armar el
esquema de cosenos para la segunda rotacién alrededor de X y finalmente multiplicar

segunda por primer matriz obtenida.

Observar que en caso planteado en el dibujo ambas coordenadas resultan
positivas, de manera que la matriz resultante sera la matriz genérica para la vinculacién
entre estos sistemas, cualquiera sean las coordenadas del polo instantaneo respecto del

polo medio.

Luego, ..... a la primera rotacion le corresponde en forma genérica el siguiente

esquema de cosenos

| Xi Yi Zi
X | cosx 0 sen X
Yi 0 1 0
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D | -senx 0 COS X

La segunda matriz de rotacion sera ....
| Yi D
0 0
cosy -seny
seny cosy

N < X
O O Rr|X

Haciendo el producto de ambas matrices en el siguiente orden: 2° matriz por 1°

matriz, obtendremos finalmente la matriz de rotacién deseada.

De manera que: ...... si a las componentes AXi , AYi y AZi de un vector
cualquiera, lo premultiplicamos por dicha matriz, obtendremos las componentes de dicho

vector en el Sistema Terrestre Medio AX , AY y AZ

AX COS X 0 sen x AXi
AY |=]| senysenx COSYy -COSX seny AYi
AVA -Senx cosy seny COS X COSYy AZi

Esta matriz que en un principio puede verse compleja, en realidad puede
expresarse mas sencillamente si hacemos algunas consideraciones partiendo del hecho
de que las coordenadas del polo X ey, tales como

cosXx = cosy =1

senXx = X O seny =Yy
senxXx *seny =0

Resultando:
AX 1 0 xP||AXi
AY |=| O 1 -y"||AYi
AZ -xP yP 1| Az *)

en donde, valga la redundancia, AX, AY, AZ representan las componentes de
un vector cualquiera en el Sistema Terrestre Medio, que se obtuvieron conociendo las
componentes AXi, AYi, AZi en el Sistema Terrestre Instantaneo del mismo vector.

Obviamente también debemos suponer conocidas las Coordenadas del Polo.

Si en vez de imaginar un vector cualquiera imaginamos el versor de la vertical, el
gue tiene componentes en ambos sistemas
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..en € o={1,A,0 ¥

..en & o={1, M0}

por lo que las componentes cartesianas resultan

AX =®; = COS @ COSA
AY =z = CcosS ¢ seni ené&

AZ =m3 = Seng

AXi = @' = cos @i cos Al

AYi =@, = cos ¢i sen A en €i

AZi = w3 = sen @i

reemplazando en (*) damos solucién al problema. Asi obtenida la solucién

diremos que usamos el formulario cerrado..

Hay otra solucion provista por el método de las correcciones, en las que a los
valores instantaneos hay que sumarles correcciones para obtener los medios. Estas

correcciones son

(A - Ai): Correcciéon por movimiento del Polo a la Longitud Astronémica
Instantanea

(p - i) Correccion por movimiento del Polo a la Latitud Astronémica
Instantanea

de manera que sumados a Al y @i dan A y Al

A=A+ (L - M)
= ol + (¢ - ¢)

S
|

Resultan ser
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(A - M) = -tangi {XsenAi +ycosAi}

(¢ - i) = {-XcosAi +y senii}

* % %
UN SUBPRODUCTO
Recordando que: P=x2+y?
y siendo Xsenii +ycosii = -cotoei (A-A)

-XCOSAi +ysenii = (¢ - oi)
elevando al cuadrado y sumando

x?+y? =% = (¢-qi)° + (h-1)* cot’ gi

... tomando raiz cuadrada positiva
x = [(@-9i)* + (L-Li)° cot’ gi ] %

VINCULACION ENTRE LOS SISTEMAS HORIZONTALES : MEDIO E INSTANTANEO
Consideremos un topocentro T y su esfera de direcciones; sobre ella

introduzcamos, simultaneamente los dos sistemas horizontales astronémicos, el medio y

el instantaneo.
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Meridiano Astronomico
I Medio

T LY . 0=N
i

- Plano de MEridiﬂl;ID Astronomico
i  p=FE Horizonte Instantaneo

Los dos sistemas tienen en comun el eje polar, que coincide con a vertical », para

ambos, entonces, el horizonte astronémico o plano fundamental es el mismo. El 1° eje pi

de /i es la proyeccion sobre el horizonte de la paralela ei® por T al Eje de Rotacién

Instantaneo, de modo que esta dirigido al Norte Instantaneo Ni.

Analogamente el 1° eje p de / es la proyeccién sobre el horizonte de la paralela

e’ por T al Eje de Rotacion Medio, de modo que esta dirigido al Norte Medio N.

La posicidon relativa de los dos sistemas horizontales queda completamente

determinada por el &ngulo orientado 0 entre los dos primeros ejes.

Y se considera positivo si pi cae al este de p. Observar que siendo asi, 0 resulta

ser ni m&s ni menos que el &cimut astrondmico medio de i (o de Ni).

y = (A - M) cosec oi *)

... y considerando que (A - Ai) = -tan ¢i {X sen Ai +Y cos Ai }, resulta

y= -tan @i {XsenAi+YycosAi}cosec oi O0sea y= -secoi {XsenAii+ycos
Ai}
Lo que muestra que yy (A - Ai) no son independientes.
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- Paso del acimut astronémico instantaneo «i al acimut astronémico «. Correccion por

movimiento del polo.

Sobre la figura se ve muy claro que o = ai + vy de modo que y= o - aiesla

correccion por movimiento del polo al acimut instantdneo. Para ello tenemos entonces que

o-oi = -secoi {Xsenii+ycosAi}

(*) Parael calculo dey ...

...hay que resolver el triAngulo esférico 1ZM. En este tridngulo y es el angulo en el cenit Z,

su lado IM mide el angulo y entre los ejes de rotacion. Como segun hemos visto, las
colatitudes astronémicas miden en los sistemas horizontales las distancias cenitales de
los ejes de rotacion, se tiene, entonces que:
ZI = 90°-¢i , ZM = 90°-¢
Aplicando el teorema del coseno

COS x = Sen ¢ sen ¢i + COS ¢ COS @i COS Y

... COMO % Y Y son pequeios, desarrollaremos sus cosenos en serie de Mc. Laurin

y tenemos incluyendo hasta los términos de 2° grado
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1-%y?=senq senoi +cos ¢ cosoi (1-%7v?)

sen ¢ sen gi +Ccos ¢ CoS ¢ - ¥2y2cos ¢ cos @i

cos (@ - ¢i) - ¥%2y%cos @ coS i

1-%y? = 1-% (¢-¢i)*- %y?cos ¢ coS o

1= (p-9i)° +v° cos® gi

Porotrolado %% = (¢ - @i)* + (- A cot® gi

... de modo que por simple comparaciéon: % cos® ¢i = (A - Ai)* cot® i
entonces vy = (L - Ai) cosec oi

* o *

Ha esta altura ya conocemos las expresiones que permiten calcular las
correcciones por Movimiento del Polo. En realidad, lo que se hace o “hacia” en un
Relevamiento Geodésico Convencional Independiente, respecto del cual se hablara
oportunamente, es determinar las coordenadas astrondmicas instantdneas de un
Topocentro y el acimut astronémico instantaneo de una direccion, y aplicar las

correcciones por Movimiento del Polo en forma conjunta, pudiendo manejarse a través de
esta esquema de calculo:

| X" y’1
(A - A0)” -tan @i senAi  -tan @i cos Al
(¢ - oi)” - COS A sen Al
(o - ai)” -sec ¢i senAi  -sec @i COS Al

Debe considerarse que dichas determinaciones astronémicas no son el resultado
de una observacion en una sola noche, sino que se hacen varias observaciones

astrondmicas, e incluso en distintos noches; ... y es en este caso donde es aplicable el
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presente esquema, el que por ejemplo, para nosotros seria muy practico cargarlo en una

planilla de célculo.

VINCULACION ENTRE SISTEMA TERRESTRE MEDIO Y SISTEMA HORIZONTAL
MEDIO

Al igual que en la determinacion de cualquier vinculacién entre sistemas resulta
conveniente dibujar ambos sistemas simultaneamente. En particular en este caso se
podra observar que los origenes no son coincidentes, y mas aun, debera considerarse

que un sistema es directo y el otro retrégrado.

El hecho de que los origenes no sean coincidentes hace suponer automaticamente

que sera necesario una “traslacion”.

Respecto a las rotaciones, es evidente que por mas que llevemos a coincidencia
primeros y terceros ejes de ambos sistemas, los segundos ejes quedaran orientados en

sentido contrario.

Una posible solucion a este problema es invertir el sentido del segundo eje v del
sistema horizontal medio, es decir, hacer las rotaciones como si los dos sistemas fueran
directos, la primera alrededor del eje v un angulo 90 - ¢ y la segunda alrededor del eje w
un angulo 180 + A. Aplicar la transformacion al vector deseado y cambiarle el signo a la

segunda componente de las resultantes.

Otra posibilidad y lo trabajaremos de este modo, es usar la matriz de rotaciéon
genérica, aplicable a cualquier caso, cuyas columnas estdn conformadas por las

componentes de los versores del sistema viejo en el sistema nuevo.

En general un vector cualquiera tendrd componentes AX, AY, AZ en el Sistema
Terrestre Medio, pero ese vector también tendra componentes Au, Av, Aw en el Sistema
Horizontal Medio. De modo que podemos obtener las primeras en funcién de las

segundas si las premultiplicamos por la matriz de rotacién
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AX M1 Vi ™1 Au
AY [=| u2 v2 o2 | |Av
AZ U3 vz @3 Aw

El desafio es determinar cuales son las componentes de los versores v, @ y ® en

el Sistema Terrestre Medio, que es lo que a continuacion intentaremaos encontrar.

=]
£
£
Horizonte
Astronomico
de T
G
l Tll

Empezaremos por considerar que cada versor tiene un rumbo y una elevacion en
el S T M. Entonces podremos calcular sus componentes cartesianas partiendo de las

siguientes expresiones generales

*1 = cos (elevacion *) cos (rumbo *)
*2 = cos (elevacion *) sen (rumbo *)
*3 = sen (elevacion *)

donde * reemplaza simultaineamente a v, @ 0 ®

En particular el versor o (de la vertical) que actia como tercer eje, tiene rumbo y
elevacion ya conocidas a esta altura por nosotros; se trata de A y ¢, de modo que

encontrar las componentes ®1, ®2 Y ®3 NO nos resultard nada nuevo.
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®1 = COS (@ COS A
®2 = COS @ Sen A
®3 = Sen @

El problema se pone de manifiesto en la determinacion de rumbo y elevacion de p

y V.

Trabajaremos primeramente con p. De la grafica se puede observar que la

rrr

elevacion de p es 90-¢, considerando el triangulo T, Ty T .

Respecto al rumbo es claro ver que la proyeccion u° de p coincide con la

proyeccion o” de , pero tiene sentido opuesto, de modo que el rumbo serd A + 180.

Tras la observacion del dibujo se puede concluir que la elevacion de v es 0, puesto
gue este vector es perpendicular al plano que contiene a i, a ® y a la paralela al eje Z (es
el plano meridiano astronémico de T), y este plano a su vez es perpendicular al plano XY,
plano desde el que se cuentan las elevaciones. Concretamente, el vector v es paralelo al
plano del Ecuador Medio. Respecto al rumbo de este vector podemos intuir que su
proyeccion v~ sobre el plano XY resulta ser perpendicular a o, por ser v perpendicular al

plano p o (plano meridiano astronémico) con lo que concluimos que su rumbo es A + 90

Siendo asi, podremos calcular las componentes cartesianas de los versores y

consecuentemente conocer la matriz de transformacion. Resulta entonces:

AX cos (90-¢) cos(r + 180) cos(0) cos(r + 90) cos(e) cos(A) | | An
AY |=| cos (90-¢) sen(h + 180) cos(0) sen(r + 90) cos(p) sen(L)| | Av
AZ sen (90-o) sen(0) sen(o) A®

Operando la matriz, resulta finalmente:

AX -Sen @ COSA -Seni COS@ COSA || Aun
AY|=|-sen ¢ sen A COSA COS¢ SenAi| | Av
AVA COS o 0 seno A®
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Observar que la matriz de rotacion es funcion de la longitud y latitud astronémicas
medias, lo que significa que su calculo es posible en la medida que conozcamos la

posicion de la “vertical de T” en el STM.

Y donde esté la traslacion ?

Lo que hasta el momento hemos calculado son las componentes de un vector
cualquiera en el STM, que fue medido en el SHM creado sobre un origen Tde ¢ y A

conocidas. Pero nada hemos dicho de coordenadas.

Si ahora este vector cualquiera es TQ, el vector posicién de Q en el origen del

sistema horizontal medio construido en T, podriamos decir lo siguiente:

Xo- Xt nQ - pt
Yo-Yr = M vQ - VT
Zo-Z+ ®Q - OT

Siendo pr = vr = o1 = 0 por ser las coordenadas del origen, obtendremos

definitivamente las coordenadas de Q en el Sistema Terrestre Medio como

Xq Xt Ho
YQ = YT + M Vo
ZQ Zt (O}

Observar que la traslacion resulta coincidente como es obvio con las coordenadas
cartesianas el el Sistema Terrestre Medio de T. De lo cual se concluye algo de verdadera

consideracion:

Para pasar del Sistema Horizontal Medio al Sistema Terrestre Medio sera
necesario conocer las Coordenadas Astrondmicas medias (¢ y A) del origen (T) del
Sistema Horizontal Medio, y también sus Coordenadas Cartesianas en el Sistema

Terrestre Medio.

VINCULACION ENTRE SISTEMAS DE REFERENCIA
Apuntes confeccionados por Agrimensor Eduardo PATINO, transcriptos a formato digital y parcialmente actualizados por Ing. Dario Terluk



	COORDENADAS DEL POLO INSTANTANEO RESPECTO AL POLO MEDIO 
	VINCULACION ENTRE LOS SISTEMAS TERRESTRES :   MEDIO E INSTANTANEO 
	UN SUBPRODUCTO 
	VINCULACION ENTRE LOS SISTEMAS HORIZONTALES :  MEDIO E INSTANTANEO 

	VINCULACION ENTRE SISTEMA TERRESTRE MEDIO Y SISTEMA HORIZONTAL MEDIO 


